Personliche Formelsammlung Elektrotechnik ET053

Differenzialgleichungen

Anzahl der Komplexen Bauelemente im Stromkreis gibt die Ordnung der beschreibenden DGL an.
Wir benutzen nur lineare (nur erste Potenz von y (¢) ) DGL max. 2. Ordnung. Bei groBen ¢
bestimmt die partikuldre Losung (bei uns gleich der stationdren) das Ergebnis, da die Homogene
verschwindet. Wenn die Storfunktion gleich Null ist, so ist die allg. Lsg gleich der Homogenen.

Allgemeines Vorgehen bei Losung

1. Aufstellen der DGL anhand physikalischer Gesetze (hier: Maschensatz, Knotensatz,
Ohm'sches Gesetz)

2. Losen der DGL
1. homogene Losung: ¥, (¢)
2. partikuldre Losung: y ,(t )
3. allgemeine Losung: Y (t)=y,(t)+y,(1))

3. Ermitteln der Konstanten durch Einbeziehung von die Anfangs- oder Randbedingungen
ergibt die spezielle Losung (?) .

Lésung von DGL 1. Ordnung: y+p(x)y=q(x)

1. homogene Lsg. Ansatz: y,(t)=k-e '
2. partikulire Lsg. entspricht der stationdren Losung (1 — )
fiir einfache RC- oder RL-Glieder sinusformiger Wechselspannung

. (t) i . f o tarct Achtung:
! =TT SimjwilT@,arctan| —- Bei RC-Glied ¢p abziehen, bei RL-addieren
7 (R X7 ‘ R ¢
2 Achtung:
U, (t)u, (t)=tt————-sin|wt+@, *arctan|~—|| BeiRC-Glied ¢ addieren, bei RL-
’ ? v (R2 +X 2) ’ abziehen

3. Aufstellen der speziellen Losung (Anfangs- und Randwerte).
Lésung von linearen DGL 2. Ordnung: y+a y+by=q(x)

1. homogene Losung: Losen der der charakteristischen Gleichung: A*+gA+b=0, dann
Fallunterscheidung
zwei reelle Nullstellen: y,(¢)=K,-¢""'+ K,-e™"
doppelte Nullstelle: y,(x)=(K,+K,t)-e"
konjugiert komplexe Nullstellen A, ,=x*wp: y,(x)=e""-(A-cos(Bx)+B-sin(Bx))
2. Die partikuldre Losung richtet sich nach dem Typ der Stérfunktion. Auch Additionen der
folgenden Ansitze sind mdglich, sogar oft die Multiplitkation.
Vom Ansatz dann die erste und zweite Ableitung erstellen und diese in die DGL einsetzen,
dann Koeffizientenvergleich.

Typ Ansatz
a'eul‘ A'eut
¢ (konstant) C
mt+b Mt+B
Cot"+C 1" '+..+C, Cot"+C " '+..+C,,
a-cos(wt)+b-sin(wt) A-cos(wt)+B-sin(wt)

3. Aufstellen der speziellen Losung (Anfangs- und Randwerte).
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Bauteileingenschaften

Gelten nur unverdndert, wenn die Zahlpfeilrichtungen wie hier angegeben sind!

Widerstand Kondensator
i(t) i(t)
> —
u(t)
u(t)

o u(t) i(t)=c-u(t)
e ulr)=L
u(t)=i(t)-R C
Fertige DGL
RC-Reihenschaltung

(Lo (=L
DGL: uc(t)+E~uC(t)—RC U

~

Losung: uc(t):U-(l —eiT) ,T=RC

RC-Parallelschaltung
. R,+R, . 1
DGL: i(f)+—2—i(t)= U
GL: i)+ o et =2 2 ¢
L
Losung: i(t)= v (1—6 T)-l—i-e
R,+R; R,

(Zeitmangel)
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Laplace-Transformation

Ubertragung einer Funktion in den Bildbereich mit Hilfe des Laplace-Integrals.
Lineartitat

L[Klfl(t)"i_Kzfz(t)}:Kl'L[fl(t)}+K2'L[fz(t)}

Differenzieren

L{f(t)j=F(s)

L/ (t)|=sF(s)=f(0)

LIS (8)}=s"F(s)=s f(0)= f'(0)

Integrieren

L

ffuwz:%Fu)

Anwendung auf Ubergangsvorgéinge

Vereinfacht die Losung einer (zuvor bestimmten) DGL zu ,,einem* Schritt.
1. Anwendung der Transformationsregeln auf beide Seiten der Gleichung. Konstanten (hier
unsere Bauteile mit konstanten Eigenschaften) immer vor das Integral ziehen!
2. Umformen der L-Transformierten in die Form F (s)= ... oder dhnlich.
3. Das Ergebnis mit Hilfe einer Korrespondenztabelle wieder in den Zeitbereich {iberfiihren.
Evtl muss Partialbruchzerlegung angewendet werden, wenn keine passenden Umformungen
zu finden sind.

Spezielle Rucktransformation

1
32—1-20<S+B2

- £l
—X

=
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Laplace Ubertragungsglieder

u(t) : Eingangsgrofe

v (1) : AusgangsgroBe

k : Ubertragungskonstante

Y (s) : Ubertragungsgleichung (im Bildbereich)
G(s) : Ubertragungsfunktion (im Bildbereich)

Elementare
Zeitbereich Bildbereich Symbol Name
k P(roportial)-Glied
Y(t)=k-U(s
y(t)=k-u(1) GES)):k s) N Yy () —
Y (t)= k%-U(s) k I(ntegrier)-Glied
y(t)=k [ u(t)at ‘ N S i)
G(s)=" ——
s
K D(ifferenzier)-Glied
: Y(t)=k-s-U(s
Y=k e vt N EA TS [
Zusammengesetzte
Zeitbereich Bildbereich Symbol Name
PT1-Glied
k
P)=Tag Ul 1 H—T—
T+ y=kult) st u Dy
G(t)= —> ue(t
DT1-Glied
H=g gV L | g
Ty+y=kTu(t) T N Yy | iclt) "
)\ u
G(1) 1+sT —»
__ kU(s) d PT2-Glied
2 . . Y<t)_ 2 2 k T
T°p+2dT y+y 14+2dTs+T"s y v _"_-_:]_
1+2dTs+T"s U (1)
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Tabelle spezieller Laplace-Transformationen

aus ,,Mathematische Formelsammlung fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler “ von Lothar Papula

Bildfunktion F (s)

Originalfunktion f (t)

(D) % 1 (Sprungfunktion)
1
(2) E eat
1
3 7 t
1 eat_l
) s(s—a) a
1 at
(5) (S_a)2 t-e
1 eat_ebt
6 F—
© Gmas-0) a b
S at
(7) (S_a)2 (l+at)€
S a-eat—b-em
® =ai-p) b
1 1
ORI 2t
1 e“—at—1
(10) s’(s—a) 2
1 1)
(11) : (at l)ze +1
s(s—a) a
1 1 at
(12) (S_a)3 —t2~€
(13) (S_sa)3 Lat e
s 1
(14) (—ap 3 42at+1|-e”
1 anl
15 — (n=1,23,..
(15) s" ( ) (n—1)!
1 tn 1. at
16 n=123,...
(16) (s—a)" ( ) (n—1)!
1 sin(at)
(17) s’+ad a
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Bildfunktion F (s)

Originalfunktion f (t)

S

8 cos(at
(18) s’+ad “
in(b)s+a- b
(19) sin )s2 a2c05( ) sin (at+b)
s'ta
b)-s+a-sin(b
20 cos | )f a281n( ) cos(at+b)
s‘+a
1 e’sin(at)
(21) (S_b)2+a2 a
(22) = ’
T e’ cos(at)
] sinh(at)
(23) 2 2
s‘—a ¢
2 25 : cosh(at)
s‘—a
| ".sinh (at
@) pa %(a)
(26) = " cosh
(s—b)—d’ ¢ eoshiat)
1 sin’(at
(27) s(s+4d) 2c(12 |
s’ +2d°
28 at
@ e cos tat)
s t-sin(at)
(29) (S +d) 2a
(0) s —a’ t-cos(at)
(s’+a’)
s t-sinh(at)
(31) (s—a) 2a
2 2
@2 32 +a2 : t-cosh(at)
(s°—a’)
(33) arctan|— Smiat)
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Leitfaden: Partialbruchzerlegung

Mit freundlicher Genehmigung von Frau Prof. Dr. Schreieck.

1) Zerlegung von ¢(x) in Linearfaktoren
(x+x,) fiir jede einfache reelle Nullstelle x,€R
(x+x,)" fiir jede k-fache reelle Nullstelle x,€R
(x*+ px+q) fiir jedes Paar einfacher komplexer Nullstellen x, x,€C
(x*+ px +q)k fiir jedes paar k-facher komplexer Nullstellen x, X,€C

2) Ansatz
Mit zunichst nicht bestimmten Koeffizienten A,A, A,...,B, B, B,...,C,C, C,...
werden folgende Partialbriiche angesetzt:

Nennerterm Partialbruchansatz
(x+x,) A

0 (x+x,)

A A A

k 1 2 k
x+x + +...+
( o (x+x0) (x+x,) (x+x,)
( . ) Bx+C
X TpxTq x4 px+q

le+C1+ B,x+C, - B, x+C,
x2+px+q ()c2+px+q)2 (x2+px+q)k

(x2+px +q)k

3) Bestimmung der Koeffizienten
- Alle Partialbriiche werden auf einen Nenner gebracht.
- Einsetzen der Nennernullstellen und ggf. weiterer Werte fiihrt auf ein LGS
oder
- Koeftfizientenvergleich

4) Integration der Partialbriiche unter Verwendung der folgenden Integrale
f L g = In|x—al|+c
a

x_
f 1 pdx = - L : 1t e

(x—a) k=1 (x-a)
Bei folg. Integralen ist Voraussetzung, dass der Nenner nicht weiter zerlegbar ist und k>1 .
f ! dx = 2 -arctan Zxtp +c

Xpxtq  dg-p’ Vdg—p’

2ax—+bdx = Ln|x*+ px+ g+ b—L f%dx

X" +px+q 2 27 x*+px+q

1 B 2x+p 2:(2k—3)

.[ 2 kdx - 2\ .2 k71+ 2

(x"+ px+q) (k=1)(4g—p ) (x"+px+q)" " (k—1)(49—p’)

1
+ dx
‘f (x*+ px+q)*
ax+b a ap 1

— 5 dx =— +b—"| ) ——————dx

f (x*+ px+q)* 2(k—1)(x’+ px+q) ! 2 f (xX*+ px+q)'
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Liste: Stammfunktionen

S (x) F(x) S (x) F(x)
0 c COSs X sinx +c¢
) X+sinx-cosx
a ax+c cos x f"‘c
X ~x’+c tanx —Incosx+c
n 1 n+1 .
x —Xx  +c cot x Insinx+c
n+1
3
3 2, 24 arcsin x ' 1—x2
Vx=x 3 X e xarcsinx+V1—x"+c
1 1 Li1 5
Yx=x" Ton x" +c arccos x xarccos x—V1—x"+c¢
ax 1 2
a’ +c arctan x xarctan x —=In(1+x")+c¢
Ina 2
X X 1 3
e e +c 2 arsinh x +c¢
x"+1
e —e" tc > , X > arcosh x+c¢
a x"—1
X X 1
x-e (x—1)-e"+c¢ > arctan x+c
1+x
ax—1 _ 1 1 X
e ™ ————e “+c > —arctan (= )+c¢
a 4+x 2 2
1 1
— In|x|+c > lxl<1 artanh x +¢
x 1—
1 In|x+al|+c 1 5 lx|>1 arcoth x +c
x+a 1—x
/
X
—— x—1+In|x—1|+c u(x) Inu(x)+c
x—1 u(x)
1 1
5 —In(x*+a)+c
x“+a 2
Inx xInx—x+c
1
log, x —(xInx—x)
Ina
sin x —CcosXx+c¢
X—sinXx-cosx
sin’ x -,  t¢

2
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